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Показана проблема гармонизации моделей биомассы деревьев путём соблюде-
ния принципа аддитивности, предполагающего, что суммарная биомасса фракций, по-
лученная по «фракционным» уравнениям, должна быть равна значению биомассы, по-
лученному по общему уравнению. Предпринята попытка аналитического обзора не-
определённостей, связанных с этой проблемой.  
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The problem of harmonizing models of tree biomass by means of ensuring the princi-
ple of their additivity has been shown. It is implying that the sum of biomass values obtained 
by "component" equations should be equal to the value of total biomass received with the 
general equation. An attempt was made to review some uncertainties related to this problem. 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
   
Биомасса (фитомасса) лесов, как было показано ранее, является неотъемлемой 
составляющей в решении проблемы устойчивого развития и основным «драйвером» 
сукцессионных изменений во вторичных лесах (Lohbeck et al., 2015), однако скорость 
восстановления их биомассы существенно опережает темпы восстановления биоразно-
образия (Martin et al., 2013). Это означает снижение устойчивости биосферы и посте-
пенную её деградацию, что несёт угрозу для существования человека. Поэтому снятие 
неопределённостей, связанных с оценкой биопродукции и биоразнообразия лесного 
покрова, имеет непреходящее значение. Некоторые из существующих неопределённо-
стей связаны с известными теоретическими концепциями, которые показывают несоот-
ветствие или даже входят в противоречие с результатами их практических приложений 
при оценке фитомассы деревьев.  
В XIX веке, видимо, под влиянием открытых ранее физических законов пыта-
лись найти «законы роста» древостоев «в духе физики принципов» (Кофман, 1986.      
С. 5), и количество ростовых функций превысило сотню (Peschel, 1938), но поскольку 
количество факторов, определяющих рост этих сложнейших биологических объектов, 
«зашкаливает», и все они не могут быть подвержены количественному анализу, при-
шло понимание того, что рост древостоев не определяется некими «чистыми» закона-
ми, а характеризуется стохастическими закономерностями, в основе которых лежит 
теория вероятностей (Assmann, 1961; Антанайтис, 1976).  
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 Но еще в начале XIX в. Лапласом (цит. по: Харвей, 1974) была высказана «ере-
тическая» точка зрения: «Теория вероятностей была необходима ввиду нашего невеже-
ства и неосведомленности» (С. 219). Лаплас считал, что мир управляется не вероят-
ностными законами, а законами природы, овладев которыми, можно прогнозировать ту 
или иную ситуацию. В какой степени мы овладели законами природы, можно судить по 
опыту экологов, которые в состоянии объяснить сегодня не более 10% изменчивости 
наблюдаемых в экспериментах явлений (Møller, Jennions, 2002). 
Тем не менее, среди зарубежных «математизированных» экологов бытует мне-
ние, что описание природных объектов лежит за пределами евклидовой геометрии 
(Mandelbrot, 1983) и что «живой мир управляется законами, основанными на фракталь-
ной геометрии и размерах организмов» (Whitfield, 2001. P. 342). Сегодня основная кон-
цепция лесоводов “видеть за деревьями лес” получает развитие с точностью «до наобо-
рот». Идею этого развития можно выразить словами американского эколога Дж. Ен-
квиста (цит. по: Whitfield, 2001): “Когда я иду по лесу, то меня не оставляет ощущение, 
что хотя это очень сложная система, но в основе этой сложности лежат очень простые 
правила” (с. 342). 
Начиная с XIX века, исследователи  отмечали, что связи между массой отдель-
ных частей и целого организма у различных видов хорошо описываются так называе-
мой функцией самоподобия, или аллометрической функцией (Snell,1892; Dubois, 1897; 
Huxley, 1932; Gould, 1966; Zar, 1968; Ищенко, 1969; Мина, Клевезаль, 1976; Кофман, 
1986; Гелашвили и др., 2013). В последние годы при рассмотрении лесных сообществ 
как сложных адаптивных систем (Proctor, Larson, 2005) получили распространение две 
теоретические модификации аллометрической модели: (1) масса особи ~ её размер и (2) 
масса органа ~ общая масса особи.  
Первая известна как фрактальная модель Г. Веста – симбиоз теорий фракталов и 
пайп-модели (West et al.,1999), а вторая представлена двумя теориями: MST - метабо-
лического масштабирования (West et al., 1997; Enquist, Niklas, 2002) и APT - адаптивно-
го распределения масс (Poorter et al., 2015). Хотя APT-теория представляет собой мо-
дификацию (второе теоретическое приближение) её предшественницы - MST-теории, 
полученные нами результаты не подтвердили её теоретических предпосылок (Усольцев 
и др., 2015), и такой же вывод был получен при эмпирической апробации фрактальной 
модели Г. Веста (Zianis, Mencuccini, 2004; Усольцев и др., 2015) и MST-теории (Poorter 
et al., 2015). Таким образом, проверка названных трёх теорий на фактических материа-
лах показала, что эмпирические модели обычно обеспечивают более устойчивые пред-
сказания массы дерева и соотношения ее фракций по сравнению с теоретическими. 
Поскольку исследуемые закономерности имеют стохастический характер, всегда 
имеется область отклонений от них, характеризуемая доверительным интервалом. Как 
показал А.Н. Колмогоров (1933), корреляция измеряет лишь параллелизм в изменчиво-
сти признаков, источником которой может быть действие некоего третьего фактора, а 
применительно к такому сложному объекту, как лесная экосистема, таких «третьих» 
факторов может быть множество. Поскольку фрактальная модель, MST и APT-теории  
предполагают не «параллелизм изменчивости», а биологически обусловленные взаимо-
связи, то при попытках снятия некоторых неопределённостей, связанных  с названными 
теориями, может оказаться продуктивным исследование упомянутой выше области от-
клонений, как в пределах, так и за пределами доверительного интервала. Открыть «за-
кономерную аномалию» - относительно просто, но гораздо сложнее найти ей объясне-
ние. Именно отход от тривиальных процедур статистического анализа, исследование 
«аномалий», или тонких структур статистических распределений любых динамических 
процессов, позволил С.Э. Шнолю выйти на открытие вселенского уровня (Шноль, 
1984, 2009). Изложенные неопределённости имеют общую природу, и на выходе их ле-
жит дилемма: «закон» или «закономерность»?  
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 Неопределённость несколько иной природы свойственна ещё одной проблеме, 
обозначенной в названии данной статьи и имеющей отношение к уравнениям фитомас-
сы деревьев, а именно – к их гармонизации путём соблюдения принципа аддитивности, 
предполагающего, что суммарная фитомасса фракций, полученная по «фракционным» 
уравнениям, должна быть равна значению фитомассы, полученному по общему урав-
нению. Настоящее сообщение представляет попытку её аналитического обзора.  
В нашей предыдущей работе (Усольцев и др., 2017а)  было показано, что обес-
печение аддитивности уравнений фитомассы требует статистического анализа и про-
граммного обеспечения, выходящих за пределы обычного метода наименьших квадра-
тов, но часто не даёт более высоких показателей адекватности уравнений по сравнению 
с традиционным методом. В этой связи последовали вопросы: 1) какие преимущества 
дают аддитивные уравнения по сравнению с обычными (независимыми) в теоретиче-
ском и прикладном аспектах, 2) имеют ли они более весомый статистический смысл, 
нежели обеспечение лишь непротиворечивости оценок, и 3) даст ли использование ад-
дитивных систем уравнений, рассчитанных на уровне дерева и древостоя, более кор-
ректные закономерности распределения фитомассы и ЧПП древостоев, а также фито-
массы деревьев, по основным климатическим трансконтинентальным градиентам по 
сравнению с имеющимися закономерностями, полученными обычными методами с ис-
пользованием традиционных уравнений? Этот перечень вопросов можно продолжить. 
Например, чем можно объяснить экспоненциальный рост числа публикаций по теме 
аддитивности уравнений фитомассы деревьев в мировой литературе в последние годы? 
Прежде чем отвечать на подобные вопросы, необходимо ознакомить читателя с 
основными зарубежными научными достижениями по этой теме, полностью проигно-
рированной в русскоязычной литературе. Имеется в виду - дать предварительную ин-
формацию для биологов-нематематиков, не предполагая углубления в тонкости до-
вольно сложных алгоритмов матричной алгебры. Автор, вторгаясь в эту неявную для 
российской лесной науки область, рискует быть непонятым лесоведами-биологами, с 
одной стороны, и скомпрометированным перед математиками, - с другой. [Замечу в 
скобках, что формат журнала «Эко-потенциал» позволяет иногда отступить от «звери-
ной серьёзности» (термин Н.В. Тимофеева-Ресовского) нашей академической науки]. 
 
 «Мы математически описали предназначе-
ние Вселенной, и это, д-р Эллингтон, очевидный 
факт! Боже, как я люблю ощущать трепет 
научного открытия!».  
IAMG Newsletter.  No. 66. June 2003  
(http://www.iamg.org/documents/Newsletters/ 
NewslettersHSP/NL66-high%20res.pdf). 
 
В дальнейшем мы неизбежно столк-
нёмся в этом вопросе с давней проблемой 
взаимопонимания «теоретиков-математиков» 
и «эмпириков». Первые часто смотрят на вто-
рых как на усидчивых трудяг, не понимаю-
щих, что прогресс в исследованиях требует 
перехода от накопления фактов к их теорети-
ческому анализу. Вторые же часто смотрят на 
первых как на типов, сидящих в башне из 
слоновой кости и не понимающих, что экоси-
стемы слишком сложны для адекватного мо-
делирования, и своим жаргоном и высокоме-
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 рием не подпускающих простых смертных к пониманию их искусства показывать его 
ограничения (Smith, 1982).  
Правда, бывают исключения из правила, внушающие некоторую надежду на 
успех заявленного предприятия. Известный во всём мире биолог и первый русский 
эколог  Николай Владимирович Тимофеев-Ресовский полагал, что успех научной дис-
циплины зависит не от количества математики, а от строгости определения элементар-
ных явлений в данной области (Новоженов, 2002). Современник учёного В.А. Ратнер 
(1993) вспоминает: «Сотрудничая и общаясь с самыми выдающимися физиками-
теоретиками и математиками, имея учеников-математиков, он тем не менее математи-
кой не владел и, по-моему, за всю жизнь не написал ни одной математической форму-
лы. Он не скрывал этого и даже с некоторой бравадой говорил, что понимает математи-
ку только в присутствии самих математиков».  
Проблема лишь в том, смогут ли наши нынешние лесоведы-нематематики «по-
нять математику в присутствии самих математиков» настолько, чтобы в содружестве с 
ними ответить на выше поставленные вопросы. И главное – удастся ли перевести полу-
чаемый результат с языка алгебры на «человеческий» язык, легко позволяющий вы-
явить абсурдность того или иного суждения, в противном случае есть риск скатиться в 
область, именуемую Дж. Джефферсом (1981) псевдонаукой. 
 
Состояние проблемы аддитивности линейных уравнений в примерах 
 
В целях обеспечения принципа аддитивности при расчёте систем уравнений для 
оценки фитомассы деревьев предложено несколько методов их структурирования, ко-
торые подразделяются на три группы: линейные аддитивные, нелинейные аддитивные 
и нелинейные мультипликативные (Parresol, 1999).  
Несоблюдение принципа аддитивности в таблицах фитомассы деревьев, состав-
ленных по соответствующим уравнениям, отмечалось уже в первых работах, посвя-
щенных оценке фитомассы деревьев по их легко измеряемым морфологическим  (денд-
рометрическим) показателям (Young et al., 1964).  Применяемый на первых порах 
обычный  метод наименьших квадратов был предназначен для расчёта линейных  урав-
нений. Поскольку его алгоритм намного проще по сравнению с техникой расчета нели-
нейных (по параметрам) моделей, первые попытки осуществить принцип аддитивности 
были предприняты именно на примерах линейных моделей. Дж. Куруш (Kurucz, 1969) 
и А. Козак (Kozak, 1970) сформулировали следующие условия выполнения принципа 
аддитивности линейных моделей: 
-  для каждого из компонентов (фракций фитомассы) и дерева в целом должна 
быть применена одна и та же структура модели; 
- при трансформации зависимой переменной она должна быть выполнена в ли-
нейном масштабе; 
- все уравнения должны рассчитываться по одному и тому же количеству 
наблюдений. 
При этих условиях коэффициенты «фракционных» уравнений, рассчитанных для 
каждой фракции отдельно, путём последовательного суммирования дают в итоге зна-
чения соответствующих коэффициентов общего уравнения для массы всего дерева. 
В линейных моделях фракции фитомассы специфицируются как линейная или 
квадратичная (параболы 1-го или 2-го порядков) функции диаметра ствола (Kurucz, 
1969; Kozak, 1970; Chiyenda, Kozak, 1984; Cunia, Briggs, 1984, 1985) или как функция 
диаметра ствола, высоты дерева и длины живой кроны (Parresol, 1999).  
Методы оценки подобных уравнений включают в себя простой метод наимень-
ших квадратов (ordinary least squares - OLS) (Kozak, 1970; Cunia, Briggs, 1984), ограни-
ченный метод наименьших квадратов (restricted least squares – RLS) (Chiyenda, Kozak, 
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 1984) и взвешенный метод наименьших квадратов (ordinary weighted least squares – 
OWLS)  (Cunia, Briggs, 1984, 1985; Parresol, 1999).  Общая фитомасса деревьев на осно-
ве уравнений определяется: 1) с использованием одних и тех же независимых перемен-
ных для каждой фракции фитомассы, 2) с добавлением наиболее приемлемой регресси-
онной функции для той или иной фракции и 3) прямым расчётом регрессионных коэф-
фициентов для общей фитомассы (Cunia, Briggs, 1985; Parresol, 1999). 
Дж. Куруш (Kurucz, 1969) привёл пример расчета аддитивных уравнений линей-
ной зависимости четырёх фракций массы кроны в фунтах  (ветви крупные Р1, средние 
Р2, мелкие Р3 и хвоя Р4) и кроны в целом Робщ от площади сечения ствола на высоте 
груди в кв. футах (ВА) на примере 23 модельных деревьев дугласии (табл. 1). Очевидно, 
что как сумма значений свободных членов, так и сумма значений регрессионных коэф-
фициентов, дают в итоге соответствующие значения названных констант для общего 
уравнения.  
Таблица 1 
Характеристика аддитивных уравнений для фитомассы крон дугласии 
 
Фракция фитомассы Уравнение R2 SE*  
в фунтах 
Ветви крупные Р1 =103,7 + 129,65 ВА 0,260 866 
Ветви средние Р2 =  29,1 + 17,66 ВА 0,314 103 
Ветви мелкие Р3 =   39,6 + 19,32 ВА 0,272 125 
Хвоя Р4 =   78,6 + 39,58 ВА 0,264 261 
Вся крона Робщ=251,1 + 206,22 ВА 0,268 1347 
*SE – стандартная ошибка уравнения. 
 
А. Козаком (Kozak, 1970) дан пример расчёта  аддитивных уравнений параболи-
ческой зависимости трёх фракций фитомассы в фунтах (древесина ствола Р1, кора 
ствола Р2 и крона Р3) и в целом дерева Робщ от диаметра ствола на высоте груди в дюй-
мах (D) на примере 10 модельных деревьев туи гигантской (табл. 2). Согласно первому 
из трёх выше приведённых условий выполнения принципа аддитивности линейных мо-
делей, в «фракционные» уравнения автор включает одни и те же независимые пере-
менные, даже если некоторые из них оказываются статистически не значимыми. В про-
тивном случае при использованном алгоритме  расчетов суммарное значение фитомас-
сы, полученное по «фракционным» уравнениям, будет отличаться от её значения, по-
лученного по общему уравнению. 
Таблица 2 
Характеристика аддитивных уравнений для фитомассы деревьев туи гигантской  
при постоянном числе переменных во всех уравнениях (Kozak, 1970) 
Фракция фитомассы Уравнение R2 
Древесина ствола Р1 =  287,42 - 105,49 D + 13,439 D2 0,992 
Кора ствола Р2 =   -3,19   + 1,36 D    + 0,410 D2 0,996 
Крона Р3 =   -31,20  + 7,01 D   + 1,148 D2 0,960 
Всё дерево Робщ= 253,03 - 97,12 D + 14,997 D2 0,995 
 
В этом случае также видим, что константы общего уравнения равны алгебраиче-
ской сумме соответствующих констант «фракционных» уравнений. Показатели адек-
ватности (коэффициент детерминации и стандартная ошибка) общего уравнения рас-
считываются по специальным формулам на основе полученных характеристик «фрак-
ционных» уравнений. Взаимная корреляция фракций фитомассы при этом не учитыва-
лась. 
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 В ходе дальнейшего развития и генерализации теории аддитивности рассмотрен 
случай, когда в «фракционных» уравнениях представлены различные независимые пе-
ременные, но при этом каждая независимая переменная общего уравнения должна при-
сутствовать хотя бы в одном из «фракционных» уравнений согласно так называемому 
«принципу обусловленности», или «ограничительному принципу)  (conditioning princi-
ple, or restriction principle) (Chiyenda, Kozak, 1984). В матричной форме представлены 
алгоритмы расчета системы, включающей «фракционные» и общее уравнения, в двух 
вариантах: 1) когда число независимых переменных в «фракционных» и общем уравне-
ниях одно и то же (OLS- метод) и 2) когда число независимых переменных хотя бы в 
одном из «фракционных» уравнений меньше, чем в общем уравнении, вследствие, 
например, статистической незначимости одной или нескольких переменных (RLS- ме-
тод).  
Результаты расчёта уравнений по первому варианту представлены в табл. 2, а по 
второму – в табл. 3, из которых следует, что показатели адекватности уравнений, рас-
считанных по двум вариантам, довольно близки, что наглядно подтверждается графи-
ком распределения остатков (рис. 1). Правда, есть некоторая потеря адекватности при 
оценке общей фитомассы дерева по второму варианту (0,987<0,995). Взаимная корре-
ляция показателей фитомассы различных фракций дерева не учитывалась и в этом слу-
чае.  
Таблица 3 
Характеристика аддитивных уравнений для фитомассы деревьев туи гигантской, 
когда  число независимых переменных в некоторых «фракционных» уравнениях мень-
ше, чем в общем уравнении (Kozak, 1970; Chiyenda, Kozak, 1984). 
 
Фракция фитомассы Уравнение R2 
Древесина ствола Р1 =  287,42 - 105,49 D + 13,439 D2 0,992 
Кора ствола Р2 =   1,87   + 0,492 D2 0,996 
Крона Р3 =   -5,02  + 1,572 D2 0,959 
Всё дерево Робщ= 253,03 - 97,12 D + 14,997 D2 0,987 
 
 
Рис. 1. Распределение остатков 
уравнений, рассчитанных по первому (+) и 
второму (×) вариантам в метрических еди-
ницах (Chiyenda, Kozak, 1984).  
 
 Показано, что  первый вариант 
является частным случаем второго, «ге-
нерализованного, или обобщённого» 
варианта расчёта.  В обоих вариантах не 
только параметры общего уравнения 
определяются параметрами «фракцион-
ных» уравнений, но и проблема тести-
рования различных гипотез и построе-
ния доверительных интервалов  реша-
ется посредством использования ре-
зультатов, полученных по «фракцион-
ным» уравнениям, минуя непосред-
ственный расчёт параметров общего уравнения по фактическим данным. Тем самым, 
обеспечение принципа аддитивности не ограничивается случаем, когда все независи-
мые переменные общего уравнения включены в каждое из «фракционных» уравнений, 
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 а применяя «принцип обусловленности», или «ограничительный принцип», можно 
иметь любое количество аддитивных «фракционных» уравнений, при этом число неза-
висимых переменных в «фракционных» уравнениях может быть меньше или равным их 
числу в общем уравнении (Chiyenda, Kozak, 1984).                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                              
Поскольку однородность дисперсии остатков представлена редкими случаями, 
Т. Куниа и Р. Бригс (Cunia, Briggs, 1984) применили взвешенный метод наименьших 
квадратов (OWLS-метод) и показали аддитивность «фракционных» линейных уравне-
ний на примере 29 модельных деревьев клёна сахарного.  Структура параболического 
уравнения аналогична принятой А. Козаком (Kozak, 1970) (см. табл. 2): 
  
Pi = b1 +b2D +b3D2,                                                  (1) 
 
где Pi – масса i-й фракции дерева (листва, ветви, древесина ствола и кора ствола, соот-
ветственно  P1, P2, P3, P4). Уравнения рассчитываются по фракциям как обычным (неад-
дитивным, изолированным, независимым) способом, так и аддитивным. При этом про-
анализированы три варианта. 
Вариант 1. Рассчитываются коэффициенты «фракционных» уравнений (1) и 
определяются по их сумме коэффициенты общего уравнения, но в «фракционные» 
уравнения включаются лишь статистически значимые переменные. 
Вариант 2. То же, но в «фракционные» уравнения (1) и в общее включаются од-
ни и те же независимые переменные (и один и тот же вид функции веса), без исключе-
ния статистически не значимых переменных. Метод аналогичен предложенному выше 
(Chiyenda, Kozak, 1984) на основе обычного (OLS) метода наименьших квадратов, но, в 
отличие от их подхода, в данном варианте применён взвешенный метод наименьших 
квадратов (OWLS- метод).  
Вариант 3. Рассчитываются «фракционные» и общее регрессионные уравнения, 
при этом: 1) каждая регрессия включает собственные независимые переменные, 2) в 
каждой регрессии используется собственная функция весов; 3) аддитивность обеспечи-
вается наложением ограничений на подбор регрессионных коэффициентов. В этом слу-
чае  уравнение (1) принимает вид 
 
Pi = b1Хi1 +b2Хi2 +b3Хi3 ,                                                     (2) 
 
в него включены фиктивные переменные (см.: Усольцев и др., 2017б) по схеме 
 
Хi1 = 1  (для i-й фракции дерева) и 0 – для остальных фракций; 
Хi2 = D  (для i-й фракции дерева) и 0 – для остальных фракций; 
Хi3 = D2 (для i-й фракции дерева) и 0 – для остальных фракций; 
 
и в матричной форме оно имеет вид 
 
𝑃𝑖 = ∑∑𝛽𝑖𝑗
3
𝑗=1
5
𝑖=1
𝑋𝑖 ,                                                                (3) 
 
При некоторых условиях вариант 3 представляет собой расширенную версию 
вариантов 1 и 2, и показатели адекватности трёх вариантов аддитивных уравнений 
близки между собой (по крайней мере, для данного исходного материала), но несколько 
различаются по точности и условиям применимости. Оказалось, что показатели адек-
ватности, оцененные по сумме квадратичных остатков, в независимых (неаддитивных, 
изолированных) уравнениях несколько выше, чем в аддитивных уравнениях, рассчи-
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 танных по варианту 3, однако проверка по критерию Фишера показала, что это разли-
чие статистически не значимо. Авторы полагают, что если в таблицах фитомассы, со-
ставляемых на основе регрессионных уравнений, аддитивность фракций не предусмат-
ривается, то можно использовать неаддитивные (независимые) уравнения. 
Рассмотренные три варианта расчета аддитивных уравнений могут дать один и 
тот же результат при следующих условиях: 
- если для каждой фракции приемлемый результат даёт линейная регрессия од-
ной и той же структуры; 
- если все регрессионные коэффициенты для всех фракций (включая общую фи-
томассу) достоверно отличаются от нуля; 
- во всех регрессионных уравнениях применена одна и та же функция веса; 
- для каждого дерева имеются фактические данные всех фракций без исключе-
ния. 
Если эти условия не выполняются, то предстоит выбор одного из трёх вариан-
тов. Например, если для одной или нескольких фракций лучший результат даёт нели-
нейная (аллометрическая) функция, то применение варианта 1 исключается. Если неко-
торые регрессионные коэффициенты статистически не значимы или некоторые фрак-
ции фитомассы имеют разные функции веса, то рекомендуется вариант 3, но при усло-
вии, что фракции фитомассы взаимно не коррелированы. Если же они коррелированы 
(что обычно имеет место), то изложенные выводы становятся сомнительными. 
Как было показано Б. Парресолом (Parresol, 1999, 2001), система аддитивных 
уравнений, рассчитанных с учётом внутренней корреляции между фракциями фитомас-
сы, кроме логической обоснованности, имеет повышенную статистическую эффектив-
ность. Несмотря на эти достоинства, подобных подход игнорируетсяся при разработке 
многочисленных уравнений фитомассы, возможно, вследствие того, что он требует ста-
тистического анализа и программного обеспечения, выходящих за пределы обычного 
метода наименьших квадратов. Сегодня в 80% публикаций вместо аддитивных фигури-
руют независимые системы аллометрических уравнений (Sanquetta et al., 2015).  
Для решения неопределённости с мультиколлинеарностью Т. Куниа и Р. Бригс в 
другой своей работе (Cunia, Briggs, 1985) предложили обобщённый (генерализованный) 
метод наименьших квадратов (GLS-метод), или (что то же самое) метод псевдонесвя-
занных (внешне не связанных) регрессий (seemingly unrelated regressions - SUR) 
(Gallant, 1975; Srivastava, Giles, 1987; Borders, 1989; Fiebig, 2001; Магнус и др., 2004; 
Baltagi, Pirotte, 2010; Fu et al., 2017) при перекрёстной оценке параметров уравнений 
(Parresol, 1999).  
Типичная система псевдонесвязанных регрессий имеет вид (Усольцев, 1997): 
 
𝑌1 = 𝑏10 + 𝑏11𝑥1 + 𝑏12𝑥2 + 𝑒1;    𝑒1~𝑁(0, 𝜎12)
𝑌2 = 𝑏20 + 𝑏21𝑥3 + 𝑏22𝑥4 + 𝑒2;    𝑒2~𝑁(0, 𝜎22)
𝑌3 = 𝑏30 + 𝑏31𝑥5 + 𝑏32𝑥6 + 𝑒3;    𝑒3~𝑁(0, 𝜎32)
}                                                  (4) 
Первый индекс при параметре указывает номер уравнения системы, в которое он 
входит, а второй индекс соответствует переменной, к которой он относится. Очевидно, 
что между уравнениями отсутствуют аналитические взаимосвязи. Если cov(ei, ej) = 0 
для всех пар i и j, тогда никаких взаимосвязей нет. Однако, если одни составляющие 
ошибки коррелированы с другими [т.е. некоторая cov(ei, ej) ≠ 0], тогда уравнения связа-
ны (Borders, 1989). При наличии таких межрегрессионных корреляций оценка парамет-
ров возможна по трёхшаговой процедуре подгонки, разработанной А. Цельнером (Zell-
ner, 1962) и проанализированной Д. Ридом (Reed, 1987). 
Авторами (Cunia, Briggs, 1985) поставлены задачи: 1) описать алгоритм, по ко-
торому  GLS-метод может быть применён для обеспечения аддитивности уравнений и 
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 таблиц; 2) использовать данные тех же модельных деревьев, что и в предыдущей рабо-
те (Cunia, Briggs, 1984); 3) сравнить результаты, полученные на основе обычного мето-
да наименьших квадратов (OLS-метод), с результатами, полученными GLS-методом. 
Процедура осуществляется в последовательности: 1) определение ковариационной 
матрицы фактических наблюдений из выборочных данных, 2) объединение индивиду-
альных  регрессий для разных фракций фитомассы в GLS-формате, которое включает в 
неявном виде каждую индивидуальную регрессию и ожидаемую взаимосвязь между 
ними, 3) расчёт GLS-определителей по расчётной процедуре, исключающей необходи-
мость сохранения и обращения большой ковариационной матрицы фактических дан-
ных и 4) построение аддитивных таблиц фитомассы деревьев и соответствующих дове-
рительных и прогностических пределов на основе GLS-регрессий. 
Сравнительная характеристика результатов, полученных на основе взвешенного 
метода наименьших квадратов (OWLS-метод) (Cunia, Briggs, 1984), с результатами, по-
лученными GLS-методом (Cunia, Briggs, 1985), приведенная в табл. 4, показывает, что 
оценки регрессионных коэффициентов, полученные по двум методам, довольно близ-
ки. Несмотря на близкие значения характеристик моделей,  их доверительные и про-
гностические пределы оказываются различными. Авторы заключают также, что, во-
первых, GLS-метод обеспечивает результаты, которые имеют значение, даже если бы-
вает трудно дать интуитивный смысл его различным статистикам. Во-вторых, вслед-
ствие получаемых сопоставимых результатов неважно, какая расчетная процедура 
применена; её выбор представляет пример субъективного решения. Они предпочитают 
при составлении таблиц использовать GLS-метод, поскольку полагают, что GLS-
модель наиболее близка к реальности. 
Таблица 4 
Сравнительная характеристика параметров аддитивных уравнений для фитомас-
сы деревьев туи гигантской, когда  число независимых переменных в некоторых 
«фракционных» уравнениях меньше, чем в общем уравнении, полученная по двум ме-
тодам (Cunia, Briggs, 1984, 1985). 
 
Фракция фитомассы Метод Уравнение 
Листва OWLS Р1 =   -0,2562  + 0,00997 D
2 
GLS Р1 =   -0,2562  + 0,0099714 D2 
Ветви OWLS Р2 =   52,9988 -5,804706 D + 0,25437795 D
2 
GLS Р2 =   46,7409  -4,97840 D + 0,23503040 D2 
Древесина ствола OWLS Р3 =  -37,4857 + 0,5313073 D
2  
GLS Р3 =  -37,4857 + 0,5313073 D2 
Кора ствола 
OWLS Р4 =   -3,7180 + 0,0550706 D2 
GLS Р4 =   -3,7179 + 0,0550706 D2 
Всё дерево OWLS Робщ= 11,5390 - 5,804706 D + 0,85072725 D
2 
GLS Робщ=  5,2811 - 4,97840 D + 0,8313797 D2 
 
Нужно иметь в виду, что эти выводы получены на ограниченном количестве 
фактических данных (29 модельных деревьев), и для окончательного вывода о пре-
имуществе GLS (SUR) по отношению к OWLS-методу необходим более обширный эм-
пирический материал (Cunia, Briggs, 1985). 
Таким образом, за период с 1969-70 по 1985 гг. методы обеспечения аддитивно-
сти линейных уравнений фитомассы совершенствовались в направлении повышения 
статистической корректности и соответственно – сложности расчётных алгоритмов, 
последовательно пройдя стадии оценки уравнений методами  OLS, OWLS и  GLS 
(SUR). Однако убедительных доказательств повышения состоятельности (устойчиво-
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 сти, корректности) аддитивных моделей по сравнению с неаддитивными, а также по 
мере совершенствования и усложнения алгоритмов оценки аддитивных линейных 
уравнений, не предоставлено. 
 
Состояние проблемы аддитивности аллометрических нелинейных уравнений 
в примерах 
 
В случае нелинейных регрессий обычно применяются степенные (аллометриче-
ские) зависимости фитомассы от диаметра ствола, высоты дерева и их сочетаний (Reed, 
Green, 1985; Bi et al., 2001; Parresol, 2001). В отличие от работ, в которых применены 
методические процедуры расчета аддитивных (по фитомассе фракций) линейных моде-
лей (Chiyenda, Kozak, 1984; Cunia, Briggs, 1984), Д. Рид и Э. Грин (Reed, Green, 1985) 
применили процедуру, обеспечивающую аддитивность в случае нелинейных моделей. 
При этом в их методике, как и в более ранних работах, не предусмотрена коррекция 
уравнений на внутреннюю корреляцию между фракциями фитомассы.  
Метод представляет некоторую модификацию подходов, использованных при 
одновременной оценке компатибильных прогностических уравнений для запаса ство-
лов и прироста площади сечений (Burkhart, Sprinz, 1984), а также при одновременной 
оценке коэффициентов уравнений для сбега и объёма ствола деревьев (Reed, Green, 
1984; Knoebel et al., 1986; Candy, 1989). Общая процедура оценки коэффициентов в 
аналитически связанных уравнениях включает в себя минимизацию суммы стандарти-
зированных сумм квадратических ошибок от каждого из «фракционных» уравнений, 
или функции потерь (5): 
 
𝐿 = ∑ [∑
(𝑌𝑖𝑗−?̂?𝑖𝑗)
2
?̂?𝑗
2
𝑛𝑗
𝑖=1 ]
𝑚
𝑗=1   ,                                    (5) 
где  Yij  и ?̂?𝑖𝑗 - i-е фактическое (эмпирическое) и расчётное значения j-го компонента со-
ответственно; ?̂?𝑗
2 - предопределённая оценка условной дисперсии, связанной с j-м 
«фракционным» уравнением; nj – количество наблюдений, включённых в расчёт  j–го 
«фракционного» уравнения (если количество nj  не одно и то же для всех j,  рекоменду-
ется их взвешивать  по суммам квадратической ошибки);   m – количество «фракцион-
ных» уравнений в системе (Reed, Green, 1985). 
Связь фракций фитомассы и общей фитомассы дерева с диаметром на высоте 
груди представлена простой аллометрической (степенной) функцией 
 
 
?̂?𝑖𝑗 = 𝑏𝑜𝑗𝐷𝑖
𝑏1𝑗                                                                                                             (6) 
 
 
где Ῠij – расчётное значение фитомассы j-й фракции i-го дерева; Di – диаметр на высоте 
груди i-го дерева; b0j и  b1j – оцениваемые коэффициенты (j = 1, 2, 3, 4), представляющие 
соответственно фракции фитомассы хвои, ветвей, древесины ствола и коры. Общая фи-
томасса дерева описывается уравнением 
 
?̂?𝑖5 = 𝑏01𝐷𝑖
𝑏11 + 𝑏02𝐷𝑖
𝑏12 + 𝑏03𝐷𝑖
𝑏13 + 𝑏04𝐷𝑖
𝑏14                                                (7) 
 
Функция потерь, подлежащая минимизированию для данной системы уравнений, пред-
ставлена выражением 
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𝐿 =
∑(𝑌𝑖1−𝑏01𝐷𝑖
𝑏11)
2
?̂?1
2 +
∑(𝑌𝑖2−𝑏02𝐷𝑖
𝑏12)
2
?̂?2
2 +
∑(𝑌𝑖3−𝑏03𝐷𝑖
𝑏13)
2
?̂?3
2 +
+
∑(𝑌𝑖4−𝑏04𝐷𝑖
𝑏14)
2
?̂?4
2 +
∑(𝑌𝑖5−𝑏01𝐷𝑖
𝑏11−𝑏02𝐷𝑖
𝑏12−𝑏03𝐷𝑖
𝑏13−𝑏04𝐷𝑖
𝑏14)
2
?̂?5
2          (8) 
 
где Yij – фактическое значение фитомассы j-й фракции i-го дерева (j = 1, 2, 3, 4, 5), 
представляющие соответственно фракции фитомассы хвои, ветвей, древесины ствола, 
коры ствола и общую фитомассу; ?̂?𝑗
2 - условная расчётная дисперсия j-го «фракционно-
го» уравнения (Reed, Green, 1985).  
Коэффициенты уравнений для четырёх фракций и общей фитомассы, а также 
коэффициенты детерминации и общая квадратическая ошибка системы уравнений, рас-
считаны по трём вариантам: (1) – обычный нелинейный метод наименьших квадратов 
для фракций и общей фитомассы; (2) - аддитивная система уравнений, когда значения 
фитомассы каждой фракции, оцененные по нелинейному методу наименьших квадра-
тов, суммируются для получения общей фитомассы и (3) – аддитивная система уравне-
ний, полученная по процедуре одновременной оценки коэффициентов. Различия оце-
нок, полученных по трём разным вариантам, оказались несущественными. Авторы за-
ключают, что обеспечение аддитивности уравнений фитомассы не обязательно означа-
ет повышение точности их оценок (Reed, Green, 1985). 
Б.Р. Парресол (Parresol, 2001) на примере 40 деревьев сосны Эллиота выполнил 
сравнение адекватности нелинейных уравнений для фракций фитомассы, коэффициен-
ты которых оценены итерационным методом с учётом внутренней корреляции между 
фракциями. Поскольку обычно уравнения фитомассы характеризуются неоднородно-
стью дисперсии остатков,  система уравнений, показанная в табл. 5 (где Н – высота де-
рева, м), на первом этапе рассчитана как обычным (OLS), так и взвешенным (OWLS) 
методом, при котором вводится дополнительная функция ошибки. Установлено, что 
процедура взвешивания снижает стандартную ошибку пяти коэффициентов регрессии 
из семи (b11… b33) и соответственно увеличивает коэффициент детерминации, особенно 
в уравнениях для массы коры и кроны дерева (см. табл. 5). 
Выявив преимущество алгоритма с учетом процедуры взвешивания, Б.Р. Парре-
сол (Parresol, 2001) далее сравнивает результаты оценки уравнений табл. 5, рассчитан-
ных методом нелинейных псевдонесвязанных регрессий (nonlinear seemingly unrelated 
regressions - NSUR), аддитивных по фракционному составу, двумя способами: в первом 
случае неоднородность дисперсии остатков устраняется путём процедуры взвешива-
ния, а во втором – путем линеаризации уравнений логарифмированием переменных. 
Расчёт сопровождается оценкой стандартной ошибки параметров модели, а также до-
верительных интервалов. Результаты сравнения приведены в табл. 6 и 7.  
Судя по величине стандартных ошибок параметров, более корректной является 
модель, рассчитанная методом NSUR. Однако при малом объёме выборки и несуще-
ственной внутренней корреляции между фракциями фитомассы может быть предпо-
чтительнее логарифмическая линеаризация. Поскольку при моделировании фитомассы 
деревьев разных пород Б.Р. Парресол (Parresol, 2001) практически не встречался с от-
сутствием мультиколлинеарности фракций, он настоятельно рекомендует использовать 
метод псевдонесвязанных регрессий, как в линейных, так и нелинейных моделях. 
 
Электронный архив УГЛТУ
ЭКО-ПОТЕНЦИАЛ № 2 (18), 2017    34 
 Таблица 5 
Значения R2 нелинейных уравнений для фитомассы деревьев сосны Эллиота, 
рассчитанных обычным и взвешенным методом 
 
Фракция фитомассы Структура уравнения R2 
Обычный метод 
Древесина ствола 𝑃1 = 𝑏11(𝐷2𝐻)𝑏12 0,984 
Кора ствола 𝑃2 = 𝑏21𝐷𝑏22 0,962 
Крона 𝑃3 = 𝑏31𝐷𝑏32𝐻𝑏33 0,917 
Всё дерево 𝑃общ = 𝑏11(𝐷2𝐻)𝑏12 + 𝑏21𝐷𝑏22 + 𝑏31𝐷𝑏32𝐻𝑏33 - 
Взвешенный метод 
Древесина ствола 𝑃1 = 𝑏11(𝐷2𝐻)𝑏12 0,989 
Кора ствола 𝑃2 = 𝑏21𝐷𝑏22 0,976 
Крона 𝑃3 = 𝑏31𝐷𝑏32𝐻𝑏33 0,927 
Всё дерево 𝑃общ = 𝑏11(𝐷2𝐻)𝑏12 + 𝑏21𝐷𝑏22 + 𝑏31𝐷𝑏32𝐻𝑏33 - 
 
Таблица 6 
Коэффициенты и стандартные ошибки уравнений фитомассы деревьев, рассчи-
танных методом NSUR 
Регрессионный 
коэффициент* Способ взвешивания Логарифмическая трансформация 
b11 0,016245±0,00175 0,016530±0,00170 
b12 1,0590±0,0124 1,0568±0,0121 
b21 0,046040±0,00530 0,046206±0,00559 
b22 2,2112±0,0397 2,2011±0,0423 
b31 0,014015±0,00436 0,035861±0,0143 
b32 3,5098±0,147 3,8704±0,135 
b33 -0,87190±0,193 -1,5717±0,216 
*Идентификацию регрессионных коэффициентов в моделях  см. в табл. 5. 
Таблица 7 
Результаты оценки параметров уравнений фитомассы деревьев сосны Эллиота 
методом NSUR 
Фракция  
фитомассы 
Способ взвешивания Логарифмическая трансформация 
FI* RMSE** FI RMSE 
Древесина ствола 0,984 27,1 0,984 27,1 
Кора ствола 0,961 5,0 0,961 5,1 
Крона 0,909 13,0 0,879 15,0 
Всё дерево 0,988 31,2 0,986 33,9 
*FI – индекс аппроксимации в масштабе исходных данных (то же, что R2). 
**RMSE – среднеквадратическая ошибка в масштабе исходных данных. 
 
Х.П. Карвало (Carvalho, 2003; Carvalho, Parresol, 2003) проанализировал нели-
нейные аддитивные зависимости массы ствола и кроны той же структурной формы, что 
в табл. 5, на примере более обширного эмпирического материала -166 деревьев дуба 
пиренейского, взятых на 83 пробных площадях. Аллометрические модели линеаризо-
ваны путём логарифмирования с поправкой на смещение, предложенной Г. Баскерви-
лем (Baskerville, 1972). В модель для массы кроны наряду с видовым цилиндром (D2H) 
включена в качестве независимой переменной длина живой кроны LCL, по аналогии с 
Б.Р. Парресолом (Parresol, 2001), объясняющая изменчивость массы последней у равно-
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 великих стволов вследствие варьирования возраста, ценотического положения в пологе 
и т.п. Ширина кроны CW, введённая в качестве ещё одной переменной, показала мень-
шую значимость по сравнению с её длиной при высоком коэффициенте корреляции  
между ними (0,78), и была исключена из структуры модели. Сравнение корректности и 
устойчивости аддитивных моделей фитомассы, рассчитанных методом NSUR и взве-
шенным методом наименьших квадратов OWLS, показало преимущества первого из 
них (Carvalho, 2003; Carvalho, Parresol, 2003). Необходимо отметить, что модели фито-
массы с использованием D, H и LCL в качестве независимых переменных могут быть 
не востребованы при оценке фитомассы древостоев, поскольку длина кроны CW при 
таксации древостоев обычно не измеряется (Ruiz-Peinado et al., 2012). 
Х. Бай с соавторами (Bi et al., 2004) при расчете аддитивных уравнений исполь-
зовали данные 300 модельных деревьев 15 австралийских видов эвкалипта. Для иден-
тификации каждого вида они включили в уравнения фиктивные переменные по анало-
гии с упомянутыми выше Т. Куниа и Р. Бригсом (Cunia, Briggs, 1984) с тем отличием, 
что последние идентифицировали не древесные виды, а фракции фитомассы. При под-
боре «лучшей» функции для каждой фракции фитомассы оказалось, что видовой ци-
линдр D2H даёт устойчивые оценки для массы древесины и коры ствола, но для ветвей 
и листвы - худшие по сравнению с независимой переменной, выраженной одним толь-
ко диаметром ствола D (Bi et al., 2004).  Тем самым, ещё раз подтвердился наш вывод 
(Усольцев, 1985, 1988), что применение видового цилиндра для оценки массы кроны 
нежелательно, поскольку при одном и том же диаметре зависимость её от высоты от-
рицательная, а не положительная, как это имеет место в структуре видового цилиндра. 
В отечественных разработках этот факт подтверждается, однако предпочтение отдаётся 
видовому цилиндру, «руководствуясь его преимущественным использованием при 
определении запасов фитомассы, а следовательно, и удобством при сравнении резуль-
татов разных авторов» (Уткин и др., 1996. С. 42). 
На этом фоне совершенно неожиданный результат получен К. Жангом с соавто-
рами (Zhang et al., 2016) по данным 80 деревьев тополёвых плантаций с диаметром 
ствола от 2 до 39 см: при оценке массы листвы и ветвей в первом случае по D,  а во 
втором по D, H и CW (без видового цилиндра D2H), лучшие показатели адекватности 
получены в первом из них.  
Поскольку на каждый вид в среднем приходилось около 20 модельных деревьев, 
применение метода оценки с использованием функции ошибки, казалось бы, является 
некорректным: для малых выборок он даёт менее устойчивые оценки с точки зрения 
статистической теории (Zellner, 1962). Однако благодаря идентификации древесных 
видов фиктивными переменными оценка функции остаточной дисперсии стала «кол-
лективной», гармонизированной. В результате аддитивные уравнения для древесины 
ствола, коры, ветвей и листвы, рассчитанные методом NSUR с учётом внутренней кор-
реляции фракций фитомассы, показали более высокие характеристики адекватности по 
сравнению с линеаризованными аллометрическими моделями, рассчитанными методом 
OWLS, т.е. получил подтверждение выше показанный Х.П. Карвало результат.  
Позднее Х. Бай с соавторами (Bi et al., 2015) по аналогичной методике с некото-
рыми модификациями дополнили выше приведённые результаты для эвкалиптов уме-
ренной зоны Австралии аддитивными моделями, рассчитанными по данным 245 дере-
вьев 11 видов эвкалипта, полученных в редкостойных древостоях южной части Австра-
лии. В отличие от предыдущего исследования, виды эвкалипта не идентифицировались 
в аддитивных системах уравнений фиктивными переменными, а рассчитывались для 
каждого вида отдельно.  
Р. Даряи и Х. Сораби (Daryaei, Sohrabi, 2015) для расчета аддитивных уравнений 
фитомассы (ствол, ветви, листва, надземная часть) 108 деревьев, по 10-12 для каждой 
из девяти листопадных пород в лесах умеренной зоны Ирана, применили процедуру 
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 NSUR с теми отличиями, что толщина ствола на высоте груди не превышала 8 см, мо-
дели предполагались обезличенными по породному составу, но с косвенным учётом 
породного разнообразия по плотности древесины ρ, а в итоговую аддитивную систему 
уравнений (рассчитанных одновременно, с ограничением оценок параметров) влюча-
лись «фракционные» уравнения, показавшие лучшие характеристики адекватности в 
каждой из четырёх структур аллометрических уравнений: 
Pi = f (D);                                                                                    (9) 
Pi = f (D, H);                                                                               (10) 
Pi = f (D, ρ);                                                                  (11) 
Pi = f (D, H, ρ).                                                              (12) 
В итоговую аддитивную систему вошли уравнения: (9) – для массы листвы и 
(12) – для массы ствола и ветвей. Учёт плотности древесины ствола и ветвей, как видо-
специфичной характеристики, не повысил адекватности уравнений.  
Необходимо отметить, что разработка моделей и таблиц фитомассы, отдельных 
для мелких (Singh et al., 2011; Chaturvedi, Raghubanshi, 2013) и крупных (Ter-Mikaelian, 
Korzukhin, 1997) деревьев, не всегда правомерно. Понятно, что причина подобной тен-
денции заключается в том, что у мелких деревьев вследствие сдвига диаметра D вверх 
по стволу аллометрия нарушается. Однако, как было установлено (Усольцев и др., 
2017г), введение в линеаризованную аллометрическую модель синергизма (lnD×lnH) 
снимает это ограничение, и аллометрическое соотношение сохраняется без какой-либо 
корреляции остатков при D > 0,2-0,6 см и Н > 1,3 м. 
Процедуру расчёта аддитивных уравнений  на основе NSUR, аналогичную при-
менённой Р. Даряи и Х. Сораби (Daryaei, Sohrabi, 2015), показали болгарские исследо-
ватели (Stankova et al., 2016) на примере 44 деревьев гибридных тополей в возрасте от 1 
до 6 лет, масса которых подразделялась лишь на ствол и ветви. Из 22 сочетаний D и Н,  
а также средней высоты совокупностей деревьев, методом перебора выявлялась лучшая 
структура модели для каждой из двух фракций, и затем эти лучшие объединялись в ад-
дитивную систему с перекрёстной межрегрессионной оценкой параметров (Parresol, 
1999). Аналогичную 2-этапную процедуру с отбором «лучшей» для каждой фракции 
модели реализовали К.Р. Санкуетта с соавторами (Sanquetta et al., 2015). 
Л. Донг с соавторами (Dong et al., 2015а) использовали данные о фитомассе 472 
деревьев девяти древесных пород северо-восточного Китая по фракциям: листва, ветви, 
крона, надземная часть, корни и общая фитомасса. Анализировались две структуры ад-
дитивных аллометрических уравнений связи: (1) – только с диаметром ствола D и (2) с 
диаметром ствола D и с высотой дерева Н. В отличие от предыдущих авторов (Bi et al., 
2004), фиктивные переменные для идентификации древесных пород не использовались, 
и каждая порода анализировалась отдельно. Оценка параметров моделей (1) и (2) вы-
полнялась как методом нелинейной регрессии в исходных единицах (nonlinear regres-
sion on the untransformed data - NLR), так и методом OLS с логарифмированием исход-
ных единиц. Для обеспечения аддитивности всех уравнений в последнем случае ис-
пользовалась процедура псевдонесвязанных регрессий (SUR). Модель (2) показала пре-
имущество по показателям адекватности по отношению к модели (1) для всех пород. 
При этом введение поправки на логарифмирование не улучшило результата оценки. 
Поскольку выбор между методами NLR, с одной стороны, и OLS c логарифмировани-
ем, с другой, зависит от распределения ошибок модели, для их сравнения выполнен 
анализ «правдоподобия» (likelyhood  analysis) и установлено, что структура мультипли-
кативной ошибки (при лог-трасформировании) предпочтительнее структуры аддитив-
ной ошибки. Подобное заключение при сравнении моделей (1) и (2) для трёх хвойных 
видов северовосточного Китая Л. Донг с соавторами сделали в другом сообщении 
(Dong et al., 2016). 
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 Таким образом, «фракционные» уравнения используются для оценки фитомассы 
фракций дерева и суммируются для получения оценки общей фитомассы. В процессе 
подбора регрессионных коэффициентов при перекрёстной оценке аддитивных уравне-
ний для промежуточных (subtotal) фракций, например, надземной фитомассы (как сум-
мы масс кроны и ствола) или массы кроны (как суммы масс листвы и ветвей), соответ-
ствующие ограничения не накладываются. Однако в случаях, когда желательна оценка 
фитомассы промежуточных фракций, Б. Парресол (Parresol, 2001) предложил вводить 
дополнительные ограничения на подбор регрессионных коэффициентов для обеспече-
ния аддитивности уравнений для массы фракций (например, листвы и ветвей) и проме-
жуточной фракции (например, массы кроны) и при этом обеспечить их аддитивность с 
уравнением общей фитомассы, но без расчёта отдельных (специальных) уравнений для 
промежуточных фракций и общей фитомассы дерева. Структура агрегированной си-
стемы аддитивных уравнений показана в табл. 8. Подобную процедуру с введением 
двух промежуточных фракций (ствола и кроны) для трёх хвойных видов северо-
восточного Китая Л. Донг с соавторами применили в другой своей работе (Dong et al., 
2016). 
Таблица 8 
Структура аддитивных уравнений как для общей фитомассы, так и её промежу-
точной фракции - кроны дерева (Parresol, 2001) 
Фракция фитомассы Структура уравнения* 
Древесина ствола 𝑃1 = 𝑏11(𝐷2𝐻)𝑏12 
Кора ствола 𝑃2 = 𝑏21𝐷𝑏22 
Листва 𝑃3 = 𝑏31𝐷𝑏32𝐻𝑏33 
Ветви 𝑃4 = 𝑏41(𝐷 × 𝐿𝐶𝐿)𝑏42 
Крона 𝑃5 = 𝑏31𝐷𝑏32𝐻𝑏33 + 𝑏41(𝐷 × 𝐿𝐶𝐿)𝑏42 
Всё дерево 𝑃общ = 𝑏11(𝐷2𝐻)𝑏12 + 𝑏21𝐷𝑏22 + 𝑏31𝐷𝑏32𝐻𝑏33 + 𝑏41(𝐷 × 𝐿𝐶𝐿)𝑏42 
*LCL - протяжённость живой кроны дерева. 
 
С. Танг с соавторами (Tang et al., 2000) предложили структуру «дисагрегирован-
ной» (расчленяемой) аддитивной модели (disaggregation model), согласно которой оце-
ненная надземная фитомасса расчленяется на фракции (древесина, кора, ветви, листва) 
в соответствии с их долями в надземной фитомассе (одношаговая система пропорцио-
нального взвешивания). Если желательны оценки промежуточных фракций фитомассы, 
оцененная надземная фитомасса расчленяется на промежуточные фракции (например, 
ствол и крону) в соответствии с их долями в надземной фитомассе. Далее оцененная 
фитомасса ствола расчленяется на древесину и кору в соответствии с их долями в массе 
ствола, а оцененная фитомасса кроны расчленяется на ветви и листву в соответствии с 
их долями в массе кроны (двушаговая система пропорционального взвешивания).  
Для сопряженной оценки коэффициентов уравнений для исходных и промежу-
точных фракций применён TSEM-метод, обеспечивающий пошаговую аддитивность 
надземной фитомассы, промежуточных фракций и, наконец, исходных фракций (Tang 
et al., 2000). Метод TSEM (Two-Stage nonlinear Error-in-variable Models) предполагает, 
что в системе одновременных нелинейных моделей зависимые переменные (Pi) под-
вержены случайным ошибкам, тогда как независимые переменные измерены без оши-
бок. Подобный подход был развит на примере 150 деревьев сосны Массона естествен-
ного и искусственного происхождений и сделан вывод о лучшей его прогностической 
способности по сравнению с методом NSUR (Fu et al., 2016). 
Несколько иная структура «дисагрегированной» (расчленяемой) аддитивной мо-
дели предложена другими китайскими исследователями, обозначенная ими как “con-
trolling directly under total biomass by proportion function” (Zeng, Tang, 2010; Zhang et al., 
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 2016). Получив неожиданный результат, а именно более низкие показатели адекватно-
сти модели с двумя независимыми переменными D и Н для массы ветвей и листвы по 
сравнению с моделью лишь с одной переменной D, авторы рекомендовали использо-
вать последнюю для всех фракций фитомассы в тополёвых плантациях (Zhang et al., 
2016). Противоположный результат получен при анализе структуры «дисагрегирован-
ной» аддитивной модели на примере культур пихты китайской: лучшие результаты для 
всех фракций фитомассы показали модели с двумя независимыми переменными D и Н 
(Zhuo et al., 2016). 
Если нужны дополнительные уравнения для промежуточных фракций, напри-
мер, подразделение общей фитомассы на надземную и подземную, то применяется 
трёхшаговая система пропорционального взвешивания (three-step proportional weighting 
– 3SPW). Л. Донг с соавторами (Dong et al., 2015b) применили её для оценки системы 
нелинейных аддитивных уравнений, использовав данные 122 модельных деревьев 
лиственницы Гмелина, взятых на 43 пробных площадях в чистых и смешанных лист-
венничниках на северо-востоке Китая. Для фракций надземной Ра и подземной Рb фи-
томассы рассчитаны изолированные уравнения зависимости от D и Н, а доли той и дру-
гой фракции в  общей фитомассе Рt рассчитываются согласно выражений (13) и (14), 
где индексы t, a и r при коэффициентах означают принадлежность последних соответ-
ственно к общей фитомассе, надземной и подземной. Принцип дисагрегирования, пока-
занный  на примере общей фитомассы, расчленяемой на надземную и подземную в со-
ответствии с выражениями (13) и (14), аналогичным образом осуществляется далее на 
втором шаге, где  надземная фитомасса расчленяется на крону и ствол, а на третьем 
шаге крона расчленяется на ветви и листву, и ствол – на древесину и кору на основе со-
ответствующих изолированных уравнений фитомассы. 
 
𝑃𝑎 =
1
1+𝑎𝑟𝐷
𝑏𝑟𝐻𝑐𝑟
𝑎𝑎𝐷𝑏𝑎𝐻𝑐𝑎
× 𝑃𝑡                                                               (13) 
  
𝑃𝑟 =
1
1+𝑎𝑎𝐷
𝑏𝑎𝐻𝐶𝑎
𝑎𝑟𝐷𝑏𝑟𝐻𝐶𝑟
× 𝑃𝑡                                                       (14) 
 
Л. Донг с соавторами (Dong et al., 2015b) и Д. Афлек (Affleck, 2015) применили 
TSEM-метод, обеспечивающий пошаговую аддитивность надземной фитомассы, про-
межуточных фракций и, наконец, исходных фракций (Tang et al., 2000), в двух вариан-
тах расчётных алгоритмов: по процедуре NSUR с учётом внутренней корреляции фрак-
ций фитомассы (Parresol, 2001; см. табл. 8) и по трёхшаговой системе пропорциональ-
ного взвешивания (3SPW), пример которой для первого шага показан в выражениях 
(13) и (14). Сравнение показало, что существенного различия результатов, полученных 
по двум различным расчётным алгоритмам, не выявлено (Dong et al., 2015b). 
Таким образом, принцип дисагрегирования, реализованный по трёхшаговой си-
стеме пропорционального взвешивания (3SPW), (а) позволяет пошагово (последова-
тельно) расчленить оценки общей фитомассы на промежуточные фракции и затем по-
лученные оценки – расчленить на исходные фракции в соответствии с их долями в 
промежуточных фракциях, (б) обеспечивает пошаговую аддитивность фракций всех 
уровней и (в) предоставляет модель фитомассы для каждой промежуточной и исходной 
фракции, давая возможность выбора системы аддитивных уравнений любой желаемой 
степени детализации. 
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 Ч. Навар с соавторами (Návar et al., 2004) при расчете аддитивных уравнений 
фитомассы для 14-летних культур трёх видов сосны по данным 56 деревьев, взятых на 
23 пробных площадях, применили три процедуры расчёта. 
1) Общепринятая процедура (CON) включает в себя расчёт уравнений, структура 
которых признана «наилучшей», как показано Дж. Клаттером с соавторами (Clutter et 
al., 1983). 
2) Процедура гармонизации (HAR) «фракционных» уравнений, предполагаю-
щей, что величина фракции, доля которой в общей массе минимальная, не может пре-
высить массу фракции, доля которой максимальная или, по крайней мере, выше мини-
мальной; например, масса коры не может быть больше массы древесины ствола (Jacobs, 
Cunia, 1980; Cunia, Briggs, 1985). 
3) Расчёт псевдонесвязанных регрессий (SUR), представляющих продвинутый 
вариант CON и HAR, и примеры «лучших» из псевдонесвязанных моделей были опуб-
ликованы ранее (Cunia, Briggs, 1984, 1985; Parresol, 1999, 2001). 
В качестве зависимых переменных приняты показатели массы (кг) трёх фракций 
– хвои (Р1), ветвей (Р2) и ствола (Р3), а в качестве независимых переменных – диаметр 
ствола (D, см), высота дерева (Н, м) и их комбинация (D2H), все как в исходном виде, 
так и в логарифмической трансформации. С целью уменьшения дисперсии фитомассы 
крупных деревьев в исследованном диапазоне их толщин применена процедура взве-
шивания посредством оценивания ошибки как функции независимых переменных. Ис-
пользован метод наименьших квадратов при расчете параметров регрессии 5 структур-
ных форм: простой линейной (LS), простой нелинейной (NLS), простой логарифмиче-
ски трансформированной (LTS), множественной линейной (ML) и множественной не-
линейной (MNL). В процедуре нелинейной регрессии использован метод Ньютона в 
пакете программ SAS (SAS/ETS, 1988). Наименьшие стандартные ошибки и наиболь-
шие значения t-критерия уравнений, как «фракционных», так и общих, оказались при 
расчете по методу псевдонесвязанных регрессий (SUR), иногда существенно отличаю-
щиеся по сравнению с другими использованными в исследовании методами. 
Установлено, что лучшие показатели адекватности для всей фитомассы дерева 
оказались в уравнении структурной формы (ML) – множественной линейной регрессии 
(R2 = 0,86; SE = 5,6 кг); для (LS), (NLS), (LTS) и (MNL) R2 составил соответственно 
0,82; 0,68; 0,81; 0,83 и SE соответственно 6,2; 8,1; 6,2; 6,1 кг. Этот вывод находится в 
противоречии с традиционным использованием нелинейных (аллометрических) неад-
дитивных уравнений при подобных оценках фитомассы (Ter-Mikaelian, Korzukhin, 
1997; Schroeder et al., 1997).  
Характеристика итоговой, общей для трёх видов сосны, системы аддитивных 
уравнений, рассчитанной по методу псевдонесвязанных регрессий, дана в табл. 9. 
Таблица 9 
Характеристика аддитивных уравнений для фитомассы деревьев, общих для 
трёх видов сосны 
Фракция фитомассы Уравнение 
Хвоя Р1 =  -1,13  +0,353D  -0,54 lnH 
Ветви Р2 =   9,413 + 1,605D - 10,3 lnD 
Ствол Р3 =   0,093 + 0,009 D2H 
Всё дерево Робщ= 8,367 +1,959 D -0,54 lnH -10,3 lnD+0,009 D2H 
 
Примерно такие же, «контринтуитивные» результаты получены Т. Магалхесом и 
Т. Сейфертом (Magalhães, Seifert, 2015). При расчете аддитивных уравнений  использо-
ваны данные измерений массы корней, кроны, древесины и коры ствола у 93 деревьев 
мадагаскарского эндемика – андростахиса Джонсона (Androstachys Johnsonii Prain), 
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 взятых на 23 пробных площадях. Исследованы зависимости фитомассы фракций от D, 
H, D2H и LCL (последняя переменная – только для кроны) в линейной и аллометриче-
ской модификациях методами CON и SUR (только для линейных зависимостей), а так-
же методом NSUR с ограничением параметров (для нелинейных зависимостей). По по-
казателям адекватности лучшей оказалась система аддитивных уравнений в линейной 
модификации, рассчитанная методом CON, несколько хуже – система нелинейных 
уравнений, рассчитанных методом NSUR, и худшие результаты показал расчет по SUR. 
Преимущество метода NSUR становится очевидным для многих исследователей, кото-
рые стали применять его без сопоставления получаемых результатов с другими (Bronisz 
et al., 2016; Dong et al., 2016). Таким образом,  процедура псевдонесвязанных регрессий 
не всегда оказывается лучшей даже по сравнению с обычной процедурой CON.  
Тем не менее, по мнению многих исследователей  (Zhang et al., 2016; Zhuo et al., 
2016),  система NSUR даёт более эффективные оценки по сравнению с изолированны-
ми уравнениями. Она характеризуется как наиболее предпочтительная при расчёте ад-
дитивных уравнений фитомассы деревьев, поскольку является более гибкой и учитыва-
ет статистические зависимости между выборочными данными путём принудительного 
согласования коэффициентов.  
 
Заключение 
 
Таким образом, описанные выше неопределённости, разночтения, противоречия, 
связанные с аддитивными уравнениями фитомассы, во многом обусловлены разными 
объёмами фактических данных, выбором той или иной структуры модели, но главным 
образом – той или иной процедурой расчёта системы аддитивных моделей. Первые по-
пытки осуществить принцип аддитивности были предприняты на примерах линейных 
моделей фитомассы. Статистическая корректность и соответственно – сложность рас-
чётных алгоритмов при этом последовательно возрастали, однако доказательств повы-
шения состоятельности (эффективности) аддитивных моделей по сравнению с изоли-
рованными оценками не было предоставлено. Затем последовал переход на нелинейные 
аддитивные системы уравнений, более корректные, но обладающие гораздо более 
сложными расчётными алгоритмами по сравнению с линейными.  
Сформированные к настоящему времени базы данных (Usoltsev, 2013, 2016) со-
здают предпосылки для уточнения, и возможного снятия изложенных неопределённо-
стей или какой-то их части на основе географически распределённых 7-8 тысяч факти-
ческих значений фитомассы как деревьев, так и древостоев лесообразующих древесных 
видов Евразии, полученных на пробных площадях «деструктивным» методом. В каче-
стве предварительного варианта будет подвергнут анализу весь имеющийся массив 
данных с разделением его  по древесным видам, и если будут получены удовлетвори-
тельные результаты, то в качестве второго, продвинутого варианта процедура может 
быть продолжена на региональных уровнях. Основу анализа, по-видимому, составят 
нелинейные модели, и предстоит пройти несколько последовательных этапов с выбо-
ром соответствующих альтернатив: 
- методом перебора установить структуру уравнения, оптимальную для каждой 
фракции фитомассы; 
- выявить оптимальный вариант устранения неоднородности дисперсии остат-
ков: (1) путём оценки параметров нелинейным взвешенным методом наименьших 
квадратов  с дополнительным вводом функции ошибки или (2) путём линеаризации за-
висимостей, например, логарифмированием с поправкой или без поправки на смеще-
ние, вызванное подобной линеаризацией; 
- подобрать алгоритм, учитывающий внутреннюю корреляцию между фракция-
ми фитомассы; 
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 - рассчитывать модели для каждого древесного вида отдельно или идентифици-
ровать их в общей модели с помощью фиктивных переменных; 
- унифицировать расчётный алгоритм таким образом, чтобы можно было по ме-
ре необходимости получать значения коэффициентов для основных, промежуточных и 
исходных фракций (соответственно по 1, 2 и 3-шаговой системе оценок), т.е. получать 
аддитивную систему уравнений любой желаемой степени детализации по фракционно-
му составу как с ошибками в независимых переменных, так и без них; 
- сравнить эффективность систем аддитивных уравнений, рассчитанных обыч-
ным методом наименьших квадратов, нелинейным методом псевдонесвязанных регрес-
сий (Gallant, 1975; Parresol, 2001) и двумя методами расчёта «дисагрегированной» си-
стемы моделей, представленными в соответствующих публикациях китайских исследо-
вателей (Dong et al., 2015b; Fu et al., 2016; Zhang et al., 2016; Zhuo et al., 2016).  
Предстоит решить главный вопрос: если обеспечение аддитивности уравнений 
фитомассы деревьев не даёт и не даст достоверного увеличения их прогностической 
способности по сравнению с изолированными оценками, то не будет ли результатом 
всех поисков лишь авторское «ощущение трепета» от созерцания «красоты непротиво-
речивых оценок»? 
Кроме того, остаётся в силе известная неопределённость, возникающая при экс-
траполяции полученных уравнений за пределы использованного эмпирического мате-
риала. Тем самым проблема аддитивности аллометрических уравнений смыкается с 
проблемой применимости «всеобщих» видоспецифичных аллометрических моделей в 
локальных (региональных) приложениях. Пока что «всеобщие» модели некоторого 
уровня обобщения разрабатываются лишь для надземной фитомассы деревьев (см.: 
Усольцев и др., 2017б,в,г). Возможность же получения «всеобщих» моделей, диффе-
ренцированных по фракционному составу и рассчитанных с соблюдением принципа 
аддитивности, в настоящее время считается сомнительной (Bi et al., 2004). Причина - 
соотношение фитомасс фракций при одной и той же надземной существенно варьирует 
от древостоя к древостою, и предстоит выяснить, возможно ли объяснить эту изменчи-
вость в рамках видоспецифичной аддитивной системы моделей, «всеобщей» или реги-
ональной? 
 
Автор выражает признательность кандидату физико-математических наук, 
старшему научному сотруднику Института леса им. В.Н. Сукачева СО РАН Григорию 
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